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Resume :
L'ecoulement stationnaire d'un uide de Reiner-Rivlin en rotation au-dessus d'un disque xe est etendu
au cas ou la surface du disque admet un glissement partiel. Les equations de quantite de mouvement
se reduisent a un systeme d'equations fortement non-lineaires resolues par la methode des dierences
nies. Les eets des conditions de glissement et des proprietes du uide sur les caracteristiques de la
couche limite sont discutes en details. Le parametre de glissement a un eet dominant sur le champ
de vitesse, alors que le caractere non-newtonien inue sur le coecient de moment.
Abstract :
The steady ow of a rotating Reiner-Rivlin uid over a stationary disk is extended to the case where
the disk surface admits partial slip. The momentum equation gives rise to a highly nonlinear boundary
value problem solved numerically by a second-order nite dierence scheme. The eects of slip and
non-Newtonian uid characteristics on the boundary layer are discussed in details. It is observed that
slip has prominent eect on the velocity eld, whereas a predominant inuence of the non-Newtonian
parameter is observed on the moment coecient.
Mots clefs : ecoulement de Bodewadt ; uide de type Reiner-Rivlin ; conditions de
glissement
1 Introduction
Les ecoulements de uides non-newtoniens engendres par la rotation d'un disque ont ete large-
ment etudies durant les dernieres decennies [1] pour les nombreuses applications industrielles qui
en decoulent : des disques durs d'ordinateur, au design des generateurs de puissance ou de maniere
plus evidente dans le domaine de la rheologie. Dans de precedents travaux [2], nous nous sommes
interesses a l'ecoulement de Von Karman [10] engendre par la rotation d'un disque inni dans un
milieu uide au repos et aux transferts de chaleur associes dans le cas d'un uide conducteur de type
Reiner-Rivlin avec des conditions de glissement partiel. Ces precedents resultats sont etendus ici au
cas de l'ecoulement d'un uide en rotation uniforme au-dessus d'un disque inni au repos.
Ce probleme a ete largement considere dans la litterature pour des uides incompressibles newtoniens.
Il a ete etudie pour la premiere fois par Bodewadt [3] par des approximations de couche limite. La
solution de Bodewadt montre que les eets de couche limite s'etendent jusqu'a  = 8, ou  est la
distance adimensionnee mesuree le long de l'axe de rotation du disque. Cette solution a ensuite ete
corrigee par Browning (non publie), qui nota une couche limite plus epaisse que pour l'ecoulement de
Von Karman. Batchelor [5] generalisa ces analyses au cas ou le disque de rayon inni tourne a une
vitesse angulaire ! constante dans un uide tournant a une vitesse 
 dierente, ce qui a ete etudie
plus tard numeriquement par Rogers et Lance [7]. Pour ! = 0, on retrouve le probleme considere
par Bodewadt [3]. Nydahl [6] a etendu le probleme de Bodewadt pour introduire des transferts de
chaleur. Ses resultats conrment ceux de Bodewadt alors que Rogers et Lance [7] obtiennent une
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valeur de H1 = 1:3494 (valeur de la vitesse axiale loin du disque) tres superieure a celle precedemment
obtenue. Le lecteur peut se referer au livre d'Owen et Rogers [8] pour une revue extensive des travaux
sur l'ecoulement de Bodewadt jusqu'en 1989. Si la litterature est tres fournie sur le probleme de
Von Karman dans le cas non-newtonien (voir [2]), elle l'est beaucoup moins pour l'ecoulement de
Bodewadt. On peut citer neanmoins les travaux de Kitchens et Chang [9], qui ont etudie l'ecoulement
de Bodewadt pour un uide non-newtonien du second ordre. La presente etude est une tentative pour
combler ce manque en essayant notamment de quantier les inuences des parametres non-newtonien
et de glissement sur la structure de la couche limite de Bodewadt.
2 Methode numerique
2.1 Modele mathematique
On considere un uide non-newtonien de type Reiner-Rivlin, pour lequel le tenseur des contraintes ij
est relie au tenseur des deformations eij [1] par :
ij =  pij + 2eij + 2ceikekj (1)
ejj = 0 (2)
ou p represente la pression,  le coecient de viscosite et c le coecient de viscosite croisee.
Le uide occupe l'espace z > 0 au-dessus d'un disque xe de dimension innie situe en z = 0.
L'ecoulement est du^ a la rotation solide du uide a une vitesse angulaire constante 
 loin du disque.
Le probleme est ecrit en coordonnees cylindriques (r; ; z) avec une hypothese d'axisymmetrie de
l'ecoulement : @@  0. Les conditions aux limites de non-glissement pour le champ de vitesse s'ecrivent :
z = 0; u = 0; v = 0; w = 0;
z !1; u! 0; v ! r
; p! p1: (3)
On introduit alors les transformations de Von Karman [10] :
u = r
F (); v = r
G(); w =
p

H(); z =
r



; p  p1 =  
P (4)
ou u; v; w sont les composantes radiale, tangentielle et axiale de la vitesse et z la distance au disque xe.
Ces transformations permettent de reduire les equations de Navier-Stokes pour un uide newtonien a
un systeme d'equations dierentielles ordinaires. La me^me demarche est ici adoptee dans le cas non-
newtonien. On denit alors le parametre non-newtonien L = c
=. En considerant les approximations
de couche limite usuelles, les equations de continuite et de quantite de mouvement se reduisent a :
dH
d + 2F = 0 (5)
d2F
d2  H dFd   F 2 +G2   F   12L
h
dF
d
2   3dGd 2   2F d2Fd2 i = 1 (6)
d2G
d2  H dGd   2FG G+ L

dF
d
dG
d + F
d2G
d2

= 0 (7)
d2H
d2  H dHd   72LdHd d
2H
d2 +
dP
d = 0 (8)
Les conditions aux limites (3) deviennent alors :
 = 0 : F = 0; G = 0; H = 0;
 !1 : F ! 0; G! 1: (9)
Le uide adhere partiellement a la paroi. Une generalisation des conditions partielles de glissement
donne dans les directions radiale et azimutale :
ujz=0 = 1Trzjz=0; vjz=0 = 2Tzjz=0 (10)
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ou Trz, Tz sont les composantes physiques du tenseur des contraintes et 1 et 2 sont les coecients
de glissement :
 = 1
s



;  = 2
s



: (11)
En utilisant les transformations (4), les conditions aux limites de glissement partiel (Eq.10) deviennent :
F (0) = [F 0(0)  LF (0)F 0(0)]; G(0) = [G0(0)  2LF (0)G0(0)]; H(0) = 0
F (1)! 0; G(1)! 1 (12)
Les conditions aux limites loin du disque restent ainsi inchangees.
2.2 Solution numerique
On resoud le systeme d'equations dierentielles non-lineaires deni par les Equations (5-7) associe aux
conditions aux limites (Eq.12) en adoptant le me^me schema numerique du second ordre en espace que
celui decrit dans [2]. Le domaine d'integration semi-inni  2 [0;1) est remplace par un domaine
d'extension ni  2 [0; 1). En pratique, 1 doit e^tre choisi susamment grand pour que la solution
numerique tende vers les conditions aux limites a l'inni. Ici, on xe 1 = 27, valeur qui est a comparer
avec celle utilisee pour le probleme de Von Karman : 1 = 10 [2].
Les Equations (5-7) sont discretisees par des operateurs de dierence centree pour les derivees :
Fi+1   2Fi + Fi 1
h2
 Hi
Fi+1   Fi 1
2h

  F 2i +G2i   Fi  
1
2
L
hFi+1   Fi 1
2h
2
 3
Gi+1  Gi 1
2h
2   2FiFi+1   2Fi + Fi 1
h2
i
  1 = 0 (13)
Gi+1   2Gi +Gi 1
h2
 Hi
Gi+1  Gi 1
2h

  2FiGi  Gi
+L
hFi+1   Fi 1
2h
Gi+1  Gi 1
2h

+ Fi
Gi+1   2Gi +Gi 1
h2
i
= 0 (14)
Hi+1 = Hi   h(Fi + Fi+1) (15)
ou h = 0:05 est le pas d'espace suppose constant sur tout le domaine. Le maillage dans la direction
axiale est donc deni par : i = ih pour i = 0; 1; : : : n, avec n le nombre de points. Pour initier la
resolution des Equations (13) and (14), non seulement les valeurs de F0 et G0 sont necessaires mais
il faut egalement conna^tre les valeurs de F1 et G1. Celles-ci sont obtenues par des developpements
en serie de Taylor autour de  = 0 pour F et G. Le calcul est mene jusqu'a ce que les valeurs de
F , G et H soient connues en tout point du maillage. Il est a noter qu'il faut satisfaire les conditions
aux limites asymptotiques (Eq.12). Pour satisfaire les conditions en  = 1 (Eq.9), une methode de
shooting associee a une methode de Runge-Kutta d'ordre 4 est utilisee.
3 Resultats et discussion
La Figure 1 presente les valeurs de F , G et H pour une condition de non glissement ( = 0) et un uide
newtonien (L = 0). Pres du disque, la composante radiale de la vitesse F est purement centripete. Les
comportements des trois composantes de vitesse conrment la representation de l'ecoulement donnee
par Schlichting [4]. A partir du prol de G, on peut en deduire l'epaisseur de la couche limite 99, denie
comme etant la position axiale pour laquelle la vitesse tangentielle est egale a la vitesse tangentielle
du uide a l'inni a 1% pres. Pour L = 0 et  = 0, la valeur classique 99 = 8 (voir [8]) est retrouvee
par la presente approche.
On considerera dans la suite une rugosite uniforme, c'est a dire  = . Les variations de la composante
radiale de la vitesse F avec le parametre non-newtonien L et le parametre de glissement  sont
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Figure 1 { Prols de vitesse pour un uide newtonien avec (= ) = 0.
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Figure 2 { Variations de F , G et H avec L pour (= ) = 1 (a,c,e) et avec (= ) pour L = 2 (b,d,f).
4
20eme Congres Francais de Mecanique Besancon, 29 aou^t au 2 septembre 2011
presentees sur les Figures 2a et 2b respectivement. Sur la Figure 2a, il est clair que L a un eet
dominant sur F pres du disque. L'amplitude de l'ecoulement radial centripete diminue pres du disque
pour des valeurs croissantes de L. Cependant, le prol de la composante radiale de vitesse reste
toujours le me^me quelque soit la valeur de L : F est negative pres du disque (ecoulement centripete),
change de signe loin de celui-ci (l'ecoulement est alors dit centrifuge) avant de tendre vers sa valeur
asymptotique. La Figure 2b montre la variation de F avec le parametre de glissement (= ), pour des
valeurs constantes des autres parametres. L'eet du glissement sur F est important essentiellement
pres du disque. Son comportement est ensuite peu modie pour des valeurs plus grandes de . La
valeur asymptotique de F est nalement atteinte sur une distance beaucoup plus courte que dans le
cas de base pour L =  = 0. Les Figures 2c et 2d presentent de me^me les variations de la composante
tangentielle G de la vitesse avec L et (= ) respectivement. Le parametre non-newtonien L a un
eet spectaculaire sur G, loin du disque vers  = 2 (voir Fig. 2c). Une augmentation de L entra^ne
une decroissance de la vitesse tangentielle G proche du disque. Par contre, G augmente pres du disque
lorsque (= ) augmente (Fig. 2d). Les deux parametres L et  ont donc un eet oppose sur la
composante de vitesse G. Les variations de la composante axiale H de la vitesse avec les parametres
L et  sont donnees sur les Figures 2e et 2f respectivement. Les resultats montrent que les deux
parametres ont un eet similaire sur H. La composante axiale devient plus faible lorsque l'un de ces
parametres augmente. La valeur de cette composante loin du disque H1 est fortement reduite dans
les deux cas comparee a la valeur de base 1:3494 obtenue pour L =  = 0.
On peut deduire des prols de F et G la valeur du coecient de moment CM , deni sous forme
adimensionnee par :
CM =
 2G0(0)[1  2LF (0)]p
Re
(16)
avec Re = 
R2= le nombre de Reynolds base sur le rayon du disque R et la vitesse maximale (
R).
Pour pouvoir utiliser cette denition, il faut supposer que le rayon du disque R est susamment grand.
Pour L = 0, l'Equation (16) se reduit a CM =  2G0(0). Le coecient de moment ne depend plus
alors que de G0(0). Il est a noter que la valeur de G0(0) pour un uide newtonien (L = 0) et des
conditions de non glissement ( = 0) est en excellent accord avec la valeur G0(0) = 0:77289 obtenue
par Owen et Rogers [8]. Dans ce cas de base, on retrouve la valeur classique CM =  4:86.
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Figure 3 { (a) Variations du coecient de moment CM (a) avec  pour L = 1 et Re = 1 ; (b) avec L
pour  = 1 et Re = 1.
Les variations de CM avec les parametres de glissement  et non-newtonien L sont montres sur les
Figures 3a et 3b respectivement. Quelque soit la valeur des parametres, CM est toujours negatif, ce
qui est du^ au probleme considere d'un uide en rotation au-dessus d'un disque xe. Le gradient axial
de la vitesse tangentielle G0 est ainsi toujours positif et donc CM est toujours negatif. Le probleme
de Von Karman ow considere par Sahoo [2] est precisement le probleme inverse, ce qui explique la
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dierence de signe. Pour L = 1 et Re = 1 (Fig.3a), le coecient de moment CM , en valeur absolue,
augmente (resp. diminue) fortement pour des valeurs croissantes du parametre de glissement  lorsque
 < 0:6 (resp.  > 0:6). Il tend rapidement vers 0 pour des tres grandes valeurs de , ce qui signie
que le couple necessaire pour maintenir le disque au repos est quasiment nul lorsque le parametre
de glissement est grand. Malgre la dierence de conditions aux limites entre les deux problemes, ces
resultats conrment ceux obtenus par Sahoo [2] pour l'ecoulement de Von Karman. Sur la Figure 3b,
le parametre de glissement  est xe a 1 et le parametre non-newtonien L varie entre 0 et 100 pour
Re = 1. CM augmente alors en valeur absolue avec L. Dans ce cas, le couple requis pour maintenir le
disque xe est beaucoup plus grand que celui necessaire pour maintenir le disque a ! dans le cas de
l'ecoulement de Von Karman [2].
4 Conclusion
L'ecoulement du^ a la rotation d'un uide non-newtonien de type Reiner-Rivlin pres d'un disque xe
a ete etudie pour la premiere fois pour diverses conditions de glissement et dierentes valeurs du
parametre non-newtonien. Les equations dierentielles fortement non lineaires qui en resultent sont
resolues par un schema aux dierences nies du second ordre en espace. Les eets combines du glis-
sement  =  et du parametre non-newtonien L sur le champ de vitesse ont ete regardes en details. Il
est interessant de noter que  et L ont des eets similaires sur les composantes radiale et axiale de la
vitesse. Pour des valeurs croissantes de  ou L, un leger epaississement de la couche limite du disque
xe est observe. Par contre, ces deux parametres ont des eets opposes sur la composante tangentielle
de la vitesse et sur le coecient de moment. Le couple ainsi requis pour maintenir le disque xe tend
vers 0 pour des valeurs croissantes de  et augmente en valeur absolue avec L, montrant un eet
dominant du parametre non-newtonien.
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